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(ZASP-UPB3) (Ur. list RS, št. 16/2007);
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Modeliranje celične rasti
Povzetek
Celična rast je ena od ključnih lastnosti vsakega organizma. V diplomskem delu sem se osre-
dotočil na rast modelnega prokariontskega organizma E. coli, tako da sem strnil ključna spoznanja o
biokemijskih procesih, odgovornih za rast celice, in opisal tri različne grobe matematične modele za
opis celične rasti. Prav tako sem se podrobneje posvetil modelu avtorjev Maitra in Dill, za katerega
sem tudi ponovil numerične rezultate in izpostavil neskladnost z eksperimentalnimi podatki.
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Modelling of Cell Growth
Abstract
Cell growth is one of the key signatures of living beings. In this thesis I have focused on the cell
growth of prokaryotic organism E. coli. I have concisely described the most important biochemical
processes that govern cell growth and described three different mathematical models that explain
cell growth. Furthermore, I have repeated the numerical calculations of the model created by Maitra
and Dill, and exposed some of the inconsitencies with the experimental data.
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1 UVOD
1 Uvod
Rast je ena od ključnih lastnosti živih bitij, tudi enoceličnih prokariontov, a ostaja navkljub že več kot
šestdesetletnemu raziskovanju še zmeraj slabo pojasnjena. V nalogi se bom osredotočil na delovanje
najbolj raziskane modelne bakterijske vrste E. coli, na kateri je bilo v preteklosti narejenih tudi največ
fizioloških eksperimentov in ki zaradi svoje razširjenosti ter dinamičnega življenjskega okolja predstavlja
uporabni modelni organizem.
1.1 Življenjsko okolje bakterijske celice
Življenje enterobakterijske celice pogosto opǐsemo s prispodobo
’
lakote in požrtije‘, saj imajo v prebavnem
traktu sesalcev na voljo obilico hranil, medtem ko vlada v prsti pomanjkanje. V okolju, bogatem s
hranili, se tako poveča hitrost rasti in razmnoževanja celice, prav tako pa tudi velikost celice, medtem
ko se mora celica v revnih okoljih spopadati z varčneǰso porabo hranil in energije ter počasneǰso rastjo.
Ključno fiziološko vprašanje je torej, na kakšen način celica zaznava svoje okolje in s katerimi mehanizmi
nadzoruje in prilagaja svoj metabolizem trenutnim razmeram. [1]
1.2 Sestava bakterijske celice
Sestavo bakterijske celice lahko v približku opǐsemo tako, da njene komponente združimo v večje skupine,
pri tem pa zanemarimo komponente, ki predstavljajo le majhen delež celotne mase celice. V tabeli 1 je
tako zbrana makromolekularna sestava in nekaj biofizikalnih parametrov bakterijske celice E. coli v fazi
eksponentne rasti pri dveh različnih hitrostih rasti.
Tabela 1: Povprečna makromolekularna sestava eksponentno rastoče bakterijske celice E.
coli pri dveh različnih specifičnih hitrostih rasti λ. Povzeto po [2].
količina λ = 0,4 h−1 λ = 2,1 h−1 enota
velikost genoma 4,7× 106 baznih parov
velikost celice 0,6 1,4 µm3
suha masa 226 1023 fg
proteini 7,6× 108 23,7× 108 aminokislinskih ostankov
DNA 1,6 4,0 genomskih ekvivalentov
RNA 4,3× 107 39,6× 107 nukleotidnih ostankov
mRNA 10× 105 46× 105 nukleotidnih ostankov
tRNA 74 000 680 000
ribosomi 8000 73 000
1.2.1 Gojenje bakterij
Za preučevanje bakterijske fiziologije gojimo celice v laboratoriju v definiranih medijih. Ti vsebujejo soli
fosfatov, sulfata, osnovni nabor ionov (K+, Mg2+, Ca2+, Cl−), elemente v sledeh (Fe, Co, Mn, Zn, Cu,
Ni in Mo) ter vir ogljika in dušika. Najpogosteǰsi vir ogljika, ki ga bakterijska celica tudi najučinkoviteje
presnovi, je glukoza, uporablja pa se lahko tudi glicerol, sukcinat, acetat in sorodne ogljikove spojine. [3]
Za raziskovanje rasti je pomemben način gojenja, pri katerem se vzpostavi uravnotežena stacionarna
eksponentna rast. Uravnotežena pomeni, da so vse komponente, potrebne za rast, prisotne v zado-
stni, nelimitirajoči koncentraciji, stacionarno rast pa dosežemo po približno 10 generacijah gojenja. Pri
eksponentni rasti količina celic s časom eksponentno narašča.
Gojenje pri nekonstantnih pogojih Ker bakterije ne živijo v konstantnem okolju, so se sposobne
prilagajati spremembam v okolju. Eksperimentalno lahko spremljamo metabolne in fiziološke odzive
tako, da prestavljamo bakterije v bogateǰse (angl. up-shift) ali revneǰse (angl. down-shift) gojǐsče.
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1.2.2 Faze bakterijske rasti v kulturi
Pri spremljanju časovnega poteka gojenja bakterijske kulture in merjenju kake ekstenzivne količine (masa
ali število celic) dobimo značilno obliko grafa (slika 1), sestavljenega iz štirih delov: faze prilagajanja
(lag), faze eksponentne rasti (log), faze stacionarne rasti (hitrost podvojevanja je enaka hitrosti odmiranja
celic) in faze odmiranja.
čas
lo
g(
št
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il
o
ce
li
c)
faza prilagajanja
eksponentna rast
stacionarna faza
faza odmiranja
Slika 1: Rastna krivulja s štirimi značilnimi fazami.
Če začnemo z gojenjem ene celice, bo število celic sprva naraščalo stopničasto (angl. stepwise), zaradi
stohastične narave biokemijskih procesov pa se bo sčasoma vzpostavilo asinhrono deljenje celic. Pri
zadosti velikem številu celic lahko zato rast opǐsemo z eksponentno funkcijo
dX
dt
= λX =⇒ X(t) = X0eλt = X02t/τ ,
pri čemer lahko količina X označuje število celic, skupno celično maso ali skupno množino znotrajcelične
komponente, τ imenujemo čas podvojevanja, λ pa (specifična) hitrost rasti1. Velja torej zveza:
λ = ln 2/τ
V literaturi lahko zasledimo tudi alternativno definicijo specifične hitrosti rasti, in sicer kot obratno
vrednost časa podvojevanja µ = 1/τ . Tako izračena specifična hitrost nam podaja število podvajanj celice
na časovno enoto. V tabeli 2 so za lažjo predstavo prikazane tri različne hitrosti rasti s pripadajočimi
časi podvojevanja.
Tabela 2: Primerjava izračuna hitrosti rasti z eksponentno osnovo e (λ) in osnovo 2 (µ) pri
treh različnih časih podvojevanja τ .
τ [min] λ [1/h] µ [1/h]
120 0,35 0,5
60 0,69 1
20 2,08 3
1.3 Ključni biokemijski procesi za rast bakterijske celice
Biokemijske procese v celici za lažjo obravnavo razdelimo v štiri ključne skupine:
 replikacija genoma,
 transkripcija,
 translacija in
 biosinteza ribosomov.
V nadaljevanju bom do konca uvodnega poglavja, razen kjer je navedeno drugače, po preglednem članku
[2] strnil osnovna spoznanja o procesih v vsaki izmed naštetih skupin.
1V besedilu bom količino λ navajal kot hitrost rasti.
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1.3.1 Replikacija genoma
Celotni bakterijski cikel običajno razdelimo v tri faze, od katerih prva (faza B) predstavlja čas od za-
ključene celične delitve do začetka podvojevanja kromosoma, drugi dve (fazi C in D) pa predstavljata
podvojevanje kromosoma in celično delitev (slika 2). Že v 60. letih preǰsnjega stoletja so opazili, da
je pri visokih hitrostih rasti skupni čas faze C in faze D dalǰsi od podvojevalnega časa bakterije. Leta
1968 sta Cooper in Helmstetter v svojem članku nato razrešila ta paradoks, tako da sta ga pojasnila z
večkratnim hkratnim podvajanjem kromosoma, pri čemer se fazi C in D začneta med seboj prekrivati
(slika 3). [1]
Slika 2: Celični cikel bakterijske celice, razdeljen v faze B, C in D. Prirejeno po [1].
Slika 3: Prekrivanje faze C in D pri hitri rasti. Podvojevanje kromosoma se pri hitri rasti
začne, še preden se je preǰsnje podvojevanje končalo. Prirejeno po [4]
Faza C Faza C predstavlja čas, ki ga replikacijska mašinerija potrebuje, da podvoji DNA od začetka
replikacije (mesta ori) do terminacijskih mest (terA–F ). Eksperimenti kažejo, da je hitrost podvojevanja
verige v obe smeri vilic enaka (od 0,6 do 1,2 kb/min) in da se znotraj populacije celic pri istih pogojih
ne razlikuje veliko. Prav tako je časovni interval med dvema zaporednima replikacijama konstanten in
enak podvojevalnemu času. To nakazuje, da je tudi čas med dvema iniciacijama replikacij konstanten.
Trajanje faze C upada s hitrostjo rasti, in sicer od 67min (pri λ = 0,4 h−1) do 33min (pri λ = 2,1 h−1).
Mehanizem, ki povzroči, da replikacijske vilice potujejo hitreje pri vǐsji hitrosti rasti, ni poznan.
Faza D Faza D predstavlja čas med končanim podvajanjem DNA in zaključeno celično delitvijo.
Eksperimenti kažejo, da se povprečno trajanje zmanǰsuje od 30min (pri λ = 0,5 h−1) do 22min (pri
λ = 2,1 h−1).
Fluktuacije v dolžini faze D vplivajo na nekatere nadaljnje celične parametre, povezane s celičnim ciklom,
kot so velikost novonastalih hčerinskih celic po delitvi, trajanje nadaljnjih celičnih ciklov in čas do
naslednje delitve. Začetna masa hčerinskih celic narašča s trajanjem faze D, čas do naslednje delitve pa
bo verjetneje kraǰsi in obratno. Če generacijo spremljamo v dalǰsem časovnem obdobju, se bodo torej
variacije izenačevale, zato se bo navkljub opaženim asinhronostim pri prvi delitvi sinhrone kulture ta
izravnala in na dolgi rok ne bo več opaznih asinhronosti.
Časovni intervali med zaporednimi iniciacijami replikacije kažejo malo variacije med celicami, medtem
ko intervali med zaporednimi celičnimi delitvami zelo variirajo zaradi variacij v dolžini faze D. Nadzor
iniciacije je tako najverjetneje vezan na akumulacijo nekega hipotetičnega proteina, ki ob presegu pražne
vrednosti sproži replikacijo genoma. Hipotetično bi se lahko tak protein izražal konstitutivno in s tem
celici sporočal stanje o celotni količini proteinov.
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1.3.2 Transkripcija
Transkripcija (prepisovanje) je proces, pri katerem se geni prepisujejo na način, da se tvori mRNA. Za
ta proces je ključen encim RNA-polimeraza (RNAP), ki je sestavljen iz osrednjega kompleksa podenot
α2, β, β
′ in faktorja sigma (teh je več vrst, npr. σ70, σ54, σ32). Zadevajoč koncentracije, so podenote
α in σ običajno v presežku (podenota σ sicer določa skupino genov, ki se bodo prepisovali), zato sta
odločujoči podenoti β. Celokupno RNAP v celici ob danem času lahko razdelimo na aktivno (sintetizira
mRNA) in neaktivno.
Lastnosti deleža aktivne RNAP Delež aktivne RNAP v celici narašča s hitrostjo rasti od 15 % (pri
λ = 0,4 h−1) do 36 % (pri λ = 2,1 h−1). Zaenkrat še ni povsem jasno, zakaj je v celici prisoten tako velik
delež proste RNAP in v kakšnem stanju se ta nahaja, saj je lahko nespecifično vezana na DNA ali pa po
iniciaciji transkripcije čaka na nadaljevanje.
Delitev aktivne RNAP Delovanje aktivne RNAP ob nekem času lahko v grobem razdelimo na
transkripcijo stabilne RNA (rRNA, tRNA in vmesniki, ki se odstranijo po procesiranju) ter transkripcijo
mRNA. Delež prepisovanja stabilne RNA narašča s hitrostjo rasti od 0,41 (pri λ = 0,4 h−1) do 0,9 (pri
λ = 2,1 h−1), torej z naraščanjem hitrosti rasti pada delež sinteze mRNA.
Spremenljiv delež prepisovanja stabilne RNA lahko razložimo z vplivom promotorjev, ki jih v grobem
razdelimo na konstitutivne, pri katerih je izražanje gena neodvisno od pogojev gojenja, in inducibilne, ki
so odvisni od prisotnosti aktivatorjev in represorjev. Pogosto lahko vezavo RNAP na promotor opǐsemo
kar z Michaelis-Mentenino kinetiko, s čimer nato kvantitativno določimo moč promotorja kot razmerje
med maksimalno začetno hitrostjo in Michaelisovo konstanto (vmax/Km). Meritve so pokazale, da so v
splošnem promotorji genov stabilne RNA šibkeǰsi kot večina promotorjev za ostale proteine (vključno z
ribosomskimi proteini). Navkljub temu pa promotorji genov stabilne RNA dosežejo nasičenje z RNAP pri
vǐsjih koncentracijah, zaradi česar pri počasni rasti (nizke koncentracije RNAP) prevladuje prepisovanje
mRNA, pri hitreǰsi rasti (vǐsje koncentracije RNAP) pa se prepisuje pretežno stabilna RNA.
Pogostost transkripcije stabilne RNA narašča s hitrostjo rasti, tako da pri počasni rasti nastanejo 4
transkripti na minuto na gen rrn, pri hitri rasti pa 68.
Hitrost transkripcije Hitrost transkripcije mRNA narašča s hitrostjo rasti, in sicer od 39 nt/s pri
λ = 0,4 h−1 do 56 nt/s pri λ = 2,1 h−1. Po drugi strani transkripcija ribosomskih genov rrn poteka s
konstantno hitrostjo 85 nt/s.
1.3.3 Biosinteza ribosomov
Tipični prokariontski ribosom je sestavljen iz treh molekul rRNA (16S, 23S in 5S) ter 52 ribosomskih
proteinov. Tri molekule rRNA nastanejo s procesiranjem primarnega transkripta 35S, gene za ribosomske
proteine pa sestavlja 20 transkripcijskih enot, ki se pri E. coli nahajajo na 14 različnih mestih na
kromosomu. Pri zmernih do visokih hitrostih rasti je razgradnja komponent ribosomov zanemarljivo
majhna, pri počasni rasti pa je razgradnja novonastale rRNA večja.
Nadzor biosinteze Primarni nadzor biosinteze ribosomov poteka z regulacijo sinteze rRNA, ki se ji
prilagaja sinteza ribosomskih proteinov (avtoinhibicija sinteze). Vsak od sedmih operonov rrn ima dva
tandemska promotorja (P1 in P2); vsi se izražajo podobno močno. P1 ima vezavno mesto za proteinski
faktor Fis, hkrati pa je negativno nadzorovan s ppGpp, ki se veže na mejo med podenoti β in β′ RNAP in
zmanǰsa moč promotorja P1. V odsotnosti ppGpp in Fis imata oba promotorja približno enako aktivnost,
ki narašča s koncentracijo RNA (delujeta kot konstitutivna). Določeni ribosomski proteini so regulatorni
za posamezni operon in se (če so prosti) vežejo na elemente rRNA (strukturno podobni vezavnim mestom
na rRNA) ter tako povzročijo atenuacijo ali razgradnjo mRNA, čemur pravimo retroregulacija. Na ta
način se sinteza ribosomskih proteinov prilagaja hitrosti sinteze rRNA.
Odvisnost koncentracije ribosomov od hitrosti rasti Delež ribosomskih proteinov glede na celotni
proteom (φ) narašča linearno s hitrostjo rasti (od 8% pri λ = 0,4 h−1 do 23% pri λ = 2,1 h−1). Delež
aktivnih ribosomov v vsakem trenutku je razmeroma neodvisen od hitrosti rasti in znaša okoli 80%. Pri
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hitri rasti praktično ves preostali delež neaktivnih ribosomov predstavljajo ribosomi, ki so še v procesu
izgrajevanja, sestavljanja in zorenja.
Eksperimentalno določanje koncentracije ribosomov Količino ribosomov v celici določimo iz
koncentracije RNA z upoštevanjem, da se tRNA in rRNA izražata v enakem razmerju, ostala mRNA
pa predstavlja zgolj majhen delež (nekaj odstotkov) celotne RNA. Na ta način so izmerili, da znaša
povprečno število ribosomov na celico od 8000 (pri λ = 0,4 h−1) do 73 000 (pri λ = 2,1 h−1).
1.3.4 Translacija
Translacija (prevajanje) je proces nastanka polipeptidne verige, ki jo sintetizira ribosom na podlagi
mRNA. Povprečna mRNA se prepǐse pri počasni rasti enkrat na 4 sekunde, pri hitri rasti pa vsako
sekundo.
Hitrost translacije Eksperimentalno izmerjena povprečna hitrost podalǰsevanja proteinske verige
znaša od 13AK/s pri λ = 0,4 h−1 do maksimalne 22AK/s pri λ = 1,0 h−1, čeprav je glede na meri-
tve in vitro teoretično predvidena največja možna hitrost 50AK/s. Kaj naj bi bil omejujoči dejavnik
hitrosti translacije v celici, še vedno ni povsem jasno. Najverjetneje so to zapletene strukturne preraz-
poreditve znotraj ribosoma, hitrost tvorbe peptidne vezi ali translokacija ribosoma po mRNA, dodatno
pa lahko pri počasni rasti vpliva tudi zmanǰsana zaloga aminokislin in aktiviranih tRNA.
1.4 Nadzor rasti
V zgodovini raziskovanja celične rasti se je velikokrat govorilo o hitrosti rasti kot o neodvisnem parame-
tru, ki ga lahko poljubno spreminjamo in ki vpliva na makromolekularno sestavo celice (angl. growth
rate-dependent macromolecular composition). Danes bolje razumemo, da sta tako hitrost rasti kot ma-
kromolekularna sestava celice zgolj posledica, in sicer treh pomembneǰsih dejavnikov:
(i) genetskega ozadja,
(ii) začetnih pogojev (zgodovine kulture) in
(iii) hranil v okolju.
Eksperimenti so pokazali, da tudi za rast celice velja Liebigov zakon, tako da je v danem trenutku za
rast bakterijske celice omejujočih zgolj nekaj fizioloških parametrov oziroma procesov. V celici, pri kateri
je razgradnja proteinov zanemarljiva, sta ključna omejujoča dejavnika rasti koncentracija ribosomov in
povprečna hitrost sinteze proteinov na ribosom. Koncentracija ribosomov je posledica regulacije sinteze
ribosomov, kar sestoji iz nadzora RNA-polimeraze (sinteza in delovanje) in nadzora prepisovanja genov
za rRNA. Upoštevajoč te faktorje, lahko zapǐsemo zvezo
λ =
√︄
ψs αp βp βr cs cp
1− ft
pri čemer je αp koncentracija RNAP, βp ≈ 0,2 delež aktivne RNAP, ψs delež RNAP, ki prepisuje stabilno
RNA, βr ≈ 0,8 delež aktivnih ribosomov, ft ≈ 0,14 delež tRNA glede na celotno RNA in cs ter cp hitrost
podalǰsevanja stabilne RNA in polipeptidne verige.
1.4.1 Menjava medija
Ko bakterije vstopijo v novo, s hranili bogateǰse okolje, se v nekaj minutah vzpostavijo novi fiziološki
parametri, ki določajo hitrost rasti, a dejansko stacionarno stanje rasti in pripadajoča makromolekularna
sestava sta dosežena šele po nekaj urah. Že pred 50 leti so ugotovili, da je ključni mehanizem za
prilagoditev na novo okolje nadzor sinteze stabilne RNA. Po prestavitvi iz minimalnega gojǐsča v gojǐsče,
bogato z aminokislinami, se stabilna RNA začne v nekaj minutah akumulirati s hitrostjo, ki že ustreza
končni hitrosti rasti bakterij v novem gojǐsču. Ker sinteza ribosomskih proteinov sledi sintezi rRNA,
posledično hitreǰsa akumulacija stabilne RNA povzroči tudi hitreǰso akumulacijo ribosomov in s tem
eksponentno naraščanje hitrosti sinteze proteinov. Prav tako se zelo hitro povečata tudi povprečna
učinkovitost ribosomov in sinteza RNAP.
Glede na študije nadzora promotorjev rrn lahko začetno povečanje sinteze stabilne RNA po prestavitvi
v bogateǰsi medij pojasnimo z dvema učinkoma:
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(i) geni za sintezo hranil, ki so že prisotna v bogateǰsem mediju, se izklopijo, kar poveča koncentracijo
proste RNAP, ki začne nato prepisovati stabilno RNA;
(ii) če so v bogateǰsem mediju prisotne aminokisline, se poveča delež nabitih tRNA in s tem učinkovitost
delovanja ribosomov.
Manj znano je, kako se celice odzovejo na nasprotno situacijo, torej zmanǰsanje hranilnosti medija. Če jih
iz bogatega gojǐsča prestavimo v minimalno gojǐsče, pride nemudoma do zakasnitve rasti, ki lahko traja
tudi nekaj ur. Ta zakasnitev je povezana tudi z drastičnim zmanǰsanjem znotrajcelične koncentracije
izolevcina in valina.
1.4.2 Vpliv ppGpp
Pomembno vlogo pri regulaciji rasti imata alarmona gvanozin tetrafosfat (ppGpp) in gvanozin pentafosfat
(pppGpp), prikazana na sliki 4, ki ju s skupnim imenom imenujemo (p)ppGpp. Sintetizira ju encim RelA,
tako da prenese dve fosfatni skupini z ATP na GTP oziroma GDP. Sintezo (p)ppGpp sproži povečana
koncentracija nenabitih tRNA v celici, kar je znak zmanǰsane celične zaloge aminokislin. Alarmona
imata po svoji sintezi globalne učinke v celici, saj z vezavo na RNAP zavirata sintezo rRNA in tRNA,
aktivirata poti za odziv na neugodne razmere (ang. stringent response), zavirata sintezo membranskih
lipidov in zavirata podvojevanje DNA. Na tak način poskrbita, da se v razmerah pomanjkanja celična
rast upočasni. [3]
Slika 4: Struktura alarmonov gvanozin tetrafosfat, ppGpp, in gvanozin pentafosfat,
(p)ppGpp.
Na sliki 5 je shematično prikazana sinteza (p)ppGpp, vezava na RNAP in nadaljnji učinki, ki celostno
vodijo k zmanǰsani hitrosti celične rasti.
stabilna RNA
(tRNA, rRNA)
ribosomski proteini
elongacijski faktorji
maščobne kisline
komponente celične stene
podvojevanje DNA
rpoS
proteini stresnega odziva
biosinteza aminokislin
razgradnja proteinov
glikoliza geni oksidativnega stresa geni osmotskega stresa
pomanjkanje aminokislin
(GTP ali GDP) + ATP
RelA
(p)ppGpp
ss
RNAP
Slika 5: Sinteza in učinki alarmonov (p)ppGpp. Prirejeno po [5].
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Vpliv temperature V temperaturnem območju med 20 ◦C in 37 ◦C v minimalnem glukoznem gojǐsču
narašča hitrost rasti linearno s temperaturo od λ = 0,3 h−1 do λ = 0,9 h−1. Večina makromolekular-
nih parametrov ostaja konstantnih, ključni procesi (sinteza DNA, RNA in proteinov) pa imajo enak
temperaturni koeficient, zato govorimo o temperaturno neodvisni makromolekularni sestavi celice.
Pri povǐsanju temperature pride do obširnih fizioloških sprememb in sprememb v izražanju proteinov,
ki jih povzroči izražanje stresne podenote σ RNAP. Pri temperaturah nad 38 ◦C so spremembe še dra-
stičneǰse, saj začne prihajati do povečane razgradnje proteinov, kar vodi v zmanǰsano rast.
Vpliv zgodovine kulture Eksperimenti so pokazali, da tudi rastni medij ne določa v celoti hitrosti
rasti in sestave celic, saj prihaja do histereznih učinkov, pri katerih je fiziologija kulture odvisna od njene
preteklosti. To področje do sedaj še ni bilo temeljito raziskano. Variacije v hitrosti rasti kot posledica
zgodovine kulture naraščajo s padajočo hranilnostjo medija (primer: glukozno minimalno gojǐsče ima
najmanǰse učinke na pozneǰso rast, sukcinatno pa največje).
1.6 Metodološke težave
Fiziološke parametre, ki jih uporabljamo pri preučevanju rasti bakterij, lahko podajamo z različnimi
intenzivnimi količinami, pri čemer pa lahko za referenčno enoto vzamemo različne količine, kot so na
celico, na celično maso, na količino proteinov, na genom, na suho maso, na mesto ori, na enoto OD460
idr. Nekatere izbire so bolǰse kot druge. Dobra izbira je na količino proteinov, saj je ta v celici razme-
roma konstantna. Razlike v izračunih in podajanju rezultatov vodijo tudi do slabše primerljivosti med
eksperimenti in večje nezanesljivosti pri uporabi eksperimentalnih podatkov v matematičnih modelih
rasti.
1.7 Optimalna sestava celice za maksimalno rast
V preteklosti sta bila podana dva predloga za razlago makromolekularne sestave celice v različnih medi-
jih. Temeljni princip je optimizacija celičnih parametrov, ki omogoči maksimalno hitrost rasti v danih
pogojih. Prvi predlog je podal Maaløe, ki je izpostavil, da mora biti hitrost sinteze proteinov na ribosom
konstantna in maksimalna pri vseh rastnih pogojih, ter da predstavlja ta konstantnost ekonomično pred-
nost za celico. Ker je sinteza ribosomov veliko bolj energijsko potratna kot sinteza proteinov, bi morali
ribosomi ves čas delati pri najvǐsji hitrosti in biti popolnoma nasičeni s substratom. Večja hitrost rasti
se tako lahko doseže zgolj s povečanjem koncentracije ribosomov.
Drugačen predlog sta podala Ehrenberg in Kurland, in sicer na podlagi teorije maksimalnega fitnesa. Ta
teorija predvideva, da bo optimalna uporaba hranil dosežena, če se bodo tako koncentracija ribosomov
kot koncentracija njihovih substratov (tj. različni elongacijski faktorji) povečevali s hitrostjo rasti. Če je
namreč koncentracija ribosomskih substratov konstantna, potem ti pri nizkih hitrostih rasti predstavljajo
zelo velik energijski zalogaj za celico. Smiselneje je torej prilagajati tudi koncentracijo ribosomskih
substratov.
Te napovedi sta izbolǰsala Lovmar in Ehrenberg, ki sta jih združila z novimi podatki o hitrosti po-
dalǰsevanja peptidne verige (cp) in ugotovila, da je maksimalna hitrost in vivo enaka 50 ak/s, kar je kar
dvakrat več kot sicer opažene hitrosti pri maksimalni hitrosti rasti. Iz tega sta sklepala, da je koncentra-
cija substrata za ribosome in vivo vedno omejujoči dejavnik, zato tudi pri največji hitrosti rasti dosega
cp zgolj polovico svoje teoretične maksimalne vrednosti.
Kako se ta predloga ujemata z opažanji? Če bi veljalo, da je cp konstantna in maksimalna pri vseh
hitrostih rasti, kot je predlagal Maaløe, potem bi se graf odvisnosti deleža ribosomov od hitrosti rasti
(φ(λ)) moral pri hitrosti rasti λ = 0 ekstrapolirati v φ = 0. Ker pa eksperimentalni podatki kažejo, da
bi φ tudi pri izjemno počasni rasti znašal znatno več kot 0, lahko iz tega sklepamo, da pri počasni rasti
prihaja do presežne produkcije ribosomov in s tem submaksimalne vrednosti cp.
Čeprav se ta ugotovitev sedaj sklada s teorijo maksimalnega fitnesa, se pojavi težava, saj cp doseže svoj
maksimalno vrednost že pri hitrosti rasti λ = 1,0 h−1. Po teoriji maksimalnega fitnesa bi namreč moral
naraščati tudi pri visokih hitrostih rasti. Iz tega sledi, da je opažena največja hitrost sinteze proteinov
dejansko največja možna hitrost in vivo ter da je pri počasneǰsi rast ta zmanǰsana zaradi pomanjkanja
tRNA.
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Alternativna strategija, ki bi vodila do enakih rastnih zakonov, bi bila takšna, da bi celica vzdrževala
maksimalno hitrost podalǰsevanja peptidne verige cp, a bi znatno zmanǰsala koncentracijo ribosomov in
s tem porabo aminokislin. Pojavi se torej vprašanje: zakaj bakterije med počasno rastjo zmanǰsajo cp,
namesto da bi zmanǰsale koncentracijo ribosomov? Bremer predlaga, da je ohranitev zadostne količine
ribosomov tudi pri počasni rasti evolucijska prednost, ki celici omogoči, da si pri prestavitvi iz revnega v
bogato gojǐsče celica zelo hitro opomore in nemudoma prične s pospešeno rastjo. Če bi celica zmanǰsala
število ribosomov, pa bi za okrevanje potrebovala veliko več časa. Sposobnost hitrega okrevanja očitno
torej prinaša večje evolucijsko prednosti kot pa slabosti zaradi prekomerne sinteze ribosomov. Ugotovitev
se sklada tudi z dejstvom, da bakterije živijo v okoljih, kjer se hranilnost okolja zelo hitro menjuje.
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2 Modeli celične rasti
2.1 Namen modeliranja bioloških procesov
Modeliranje bioloških procesov nam omogoča, da različne eksperimentalne podatke združimo v enotno
shemo, s katero dobimo janseǰsi vpogled v delovanje biološkega sistema. Hkrati nam napovedna moč
modelov omogoča, da lažje usmerimo nadaljnje eksperimentalno delo. [6]
Modeli celične rasti se med seboj razlikujejo predvsem po kompleksnosti. V splošnem jih lahko razdelimo
na simulacije celotne celice (vseh biokemijskih procesov) in
”
grobe“ (poenostavljene) modele (ang. coarse-
grained). [7]
2.2 Pričakovanja od modela celične rasti
Od poenostavljenega modela celične rasti bakterij pričakujemo ujemanje z najpomembneǰsimi eksperi-
mentalnimi opažanji:
1. hiperbolična odvisnost od zunajcelične koncentracije hranila (Monodov zakon),
2. linearna pozitivna odvisnost deleža ribosomov od hitrosti rasti,
3. linearna negativna odvisnost deleža ribosomov v odvisnosti od koncentracije snovi, ki inhibirajo
translacijo (ribosomskih antibiotikov). [8]
2.3 Začetki razvoja modelov rasti
Leta 1958 je Schaechter s svojo skupino preučeval makromolekularno sestavo bakterijske celice in ugotovil,
da je groba makromolekularna sestava celice, če jo razdelimo na DNA, RNA in proteine, odvisna zgolj
od hitrosti rasti, ne pa tudi od gojǐsča, v katerem so celice rastle. Opažene so bile tri zanimive lastnosti:
 hitrorastoče bakterijske celice so večje in vsebujejo več DNA, RNA in proteinov,
 količina teh treh makromolekul narašča eksponentno s hitrostjo rasti,
 eksponentni faktorji za koncentracijo DNA, RNA in proteinov se med seboj razlikujejo. [2]
Iz zadnjih dveh opažanj sledi, da se pri različnih hitrostih rasti razlikuje delež posamezne komponente,
in sicer tako, da delež RNA v celici narašča, delež DNA pada, delež proteinov pa ostaja razmeroma
konstanten. Prav tako so ugotovili, da temperatura na makromolekularno sestavo ni imela bistvenega
vpliva. [2]
Dobljene ugotovitve iz teh prvih študij bakterijske fiziologije sta leta 1966 povzela Maaløe in Kjeld-
gaard ter jih združila v enostavne matematične zveze, ki so postale znane pod imenom køpenhavnska
šola. Poleg prvih matematičnih zvez so na inštituti v Køpenhavnu tudi sicer postavili prve resne teme-
lje za preučevanje bakterijske fiziologije, saj so iznašli svoje metode zelo natančnega pipetiranja, prvi
razvili metode preučevanja fiziologije z uporabo bakterijskih mutantov in tudi prvi določili natančno
makromolekularno sestavo bakterije Salmonella typhimurium v različnih rastnih medijih. Kasneje se je
seveda izkazalo, da za enostavnimi zvezami stojijo veliko kompleksneǰsi mehanizmi, a so te prve prepro-
ste zveze bile pomembne, da so spodbudile podrobneǰse raziskovanje biokemijskih mehanizmov. Veliko
temeljnih vprašanj o bakterijski fiziologiji, ki jih je zastavila køpenhavnska šola, pa ostaja še do danes
neodgovorjenih. [9]
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2.4 Povzetek treh različnih modelov
V tem podpoglavju bom na kratko opisal tri različne grobe modele celične rasti. Vsi trije so primeri
poenostavljenih modelov, čeprav je model Hui (2015) nastal s široko proteomsko študijo, po kateri jim
je uspelo preučevane proteine združiti v velike skupine in na ta način sestaviti poenostavljen model.
2.4.1 Scott, 2014
Skupina pod vodstvom Scotta [10] je svoj model rasti osnovala na celičnih zalogah aminokislin. Celotni
celični proteom so najprej razdelili v 3 skupine:
Q – od hitrosti rasti neodvisni proteini (produkti vzdrževalnih genov),
P – proteini metabolizma,
R – proteini za sintezo proteinov (ribosomski in z ribosomi povezani proteini).
Model nadalje sestoji iz dveh regulatornih zank. Prva je negativna povratna zanka, ki meri koncentracijo
aminokislin in zavira njihovo sintezo ter s tem ohranja njihovo stabilno koncentracijo, druga pa pozitivna
vnapreǰsnja zanka (feedforward loop), ki se odziva na neravnovesje med sintezo (oz. vnosom) in porabo
aminokislin ter na ta način nadzira njihov fluks (slika 6).
Slika 6: Koncentracija aminokislin z negativno povratno zanko inhibira svoj nastanek in
transport ter s pozitivno vnapreǰsnjo zanko aktivira sintezo proteinov. Prirejeno po [10].
Sinteza proteinov v njihovem modelu je omejena z dostavnim fluksom ene od aminokislin (ali nekaj njih),
ki je v danem trenutku omejujoča. Ob predpostavki zanemarljive razgradnje proteinov iz kinetične enačbe
dma
dt
= J inak − β
dm
dt
izpeljejo rastni zakon
λ = J inak/βm,
pri čemer je J inak dovodni fluks aminokislin, ma celokupna masa omejujoče aminokisline in β delež njene
porabe (β ≈ 1/20), m pa skupna masa vseh proteinov. Z upoštevanjem definicije fluksa izpeljejo enačbo
J ina = kamηaφP ,
pri čemer je ηa delež proteinov, namenjenih transportu aminokislin, ka sorazmernostna konstanta, ki
opisuje učinkovitost transporta aminokislin in φp masni delež proteinov metabolizma. Opazimo torej,
da je v njihovem modelu fluks aminokislin v linearni zvezi z deležem proteinov metabolizma.
2.4.2 Hui, 2015
Hui in sodelavci [11] so s študijo izražanja genov in odzivov metabolizma pri različnih pogojih rasti
(različni omejujoči dejavniki) ugotovili, da lahko celotni bakterijski proteom (merili so koncentracijo
približno 1000 proteinov) razdelijo v zgolj šest skupin, delež vsake izmed njih glede na celotni proteom
pa je v pozitivni ali negativni linearni zvezi s hitrostjo rasti. To opǐsejo tudi s preprostim modelom
metabolnih fluksov med posameznimi skupinami proteoma. Trdijo, da je to mogoče zaradi tesne povezave
med proteomom in metabolizmom v celici, kar nakazuje na prisotnost principa globalne razporeditve virov
v celici.
S svojo analizo so proteom razdelil v šest skupin, nato pa za proteine v vsaki izmed skupin zbrali skupne
termine iz njihove genske ontologije. Dobljene skupine so:
R – translacija,
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C – transport ionov, gibanje, Krebsov cikel,
A – biosinteza organskih dušikovih spojin, proteini metabolizma glukoze,
U – biosinteza aminokislin, purini, regulacija translacije,
S – metabolizem ogljikovih hidratov, odziv na stres, transport organskih snovi,
O – mešana skupina različnih neuvrščenih proteinov.
Slika 7: Povezava med metabolnimi fluksi in različnimi skupinami proteoma. Oznaka φi
predstavlja delež skupine i v proteomu. Prirejeno po [11]
Na sliki 7 je prikazan model fluksov najpomembneǰsih metabolitov in pripadajoče skupine proteinov,
ki sodelujejo v metabolizmu. Pri svoji proteomski študiji so ugotovili tudi, da je linearna odvisnost
od hitrosti rasti zelo razširjena pri različnih proteinih, kar dodatno podpira smiselnost raziskovanja
poenostavljenih modelov celične rasti.
2.4.3 Giordano, 2016
Večina modelov se zaradi poenostavitve ukvarja zgolj s stacionarno rastjo bakterij in konstantnim oko-
ljem. Porodi se torej vprašanje, ali so strategije, ki dajejo optimalne rešitve v konstantnih okoljih,
optimalne tudi v dinamičnih okoljih. S tem vprašanjem se v svojem članku ukvarja Giordano[12], ki
uporabi samopodvajajoči se model (slika 8, levo) in ga izpostavi spremenljivim pogojem hranilnega
medija, natančneje prestavitvijo kulture v bogateǰsi medij. Delovanje celic opǐse s Pontryaginovim prin-
cipom maksimuma, ki podaja najoptimalneǰso regulacijo parametrov dinamičnega sistema za prestavitev
iz enega stanja v drugega. Izračunal je, da je v primeru prestavitve v bogateǰsi medij za celico optimalna
metoda
’
bang-bang‘, pri kateri mora v trenutku menjave medija celica vse svoje vire usmeriti v mašinerijo
sinteze proteinov (prvi
’
bang‘), čez nekaj časa pa v mašinerijo metabolizma (drugi
’
bang‘), dokler se ne
vzpostavi ravnovesno stanje (slika 8, desno). Način kontrole
’
bang-bang‘ je pogost v različnih bioloških
sistemih; odkrili so ga pri reprodukciji insektov, razvoju črevesnih kript in aktivaciji metabolnih poti.
Avtor je primerjal tudi različne mehanizme nadzora in ugotovil, da je najugodneǰse zaznavanje neravno-
vesja med prekurzorji in koncentracijo ribosomov, kar se sklada tudi z delovanjem alarmonov (p)ppGpp,
za katere je bilo v večini bakterijskih celicah pokazano, da se akumulirata kot odziv na povečan nivo
nenabitih tRNA.
Slika 8: Samopodvajajoči se model celice, kot opisan v [12]. Celica iz substrata (S) pridela
prekurzorje (P), ki jih nato usmerja v izdelavo proteinov metabolizma (M) ali ribosomov
(R), tako da v izdelavo ribosomov usmeri delež prekurzorjev α (leva skica). Po prestavitvi
v bogateǰsi medij (t = 0) je optimalna metoda ’bang-bang’ (desni graf).
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3 Namen dela
Namen diplomskega dela je bil sestavljen iz treh delov. V prvem delu sem strnjeno opisal ključne
biokemijske procese, ki so pomembni za rast bakterijske celice, in se pri tem osredotočil na pomembneǰse
fiziološke parametre, ki zavisijo od hitrosti rasti. V drugem delu sem predstavil tri različne grobe modele
celične rasti. V tretjem delu sem sestavil lastno programsko kodo, s katero sem ponovil rezultate modela
avtorjev Maitra in Dill ter preveril občutljivost modela na vhodne parametre, predvsem pa z uporabo
drugih eksperimentalnih podatkov pokazal tudi na nekatere netočnosti modela.
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4 Metodologija
4.1 Opis modela
Model, ki sem ga uporabil, je povzet po članku avtorjev Maitra in Dill [13] in ga bom imenoval model
MD. Predstavljen je s tremi diferencialnimi enačbami za znotrajcelično koncentracijo ribosomov (R),
neribosomskih proteinov2 (P ) in ATP (A), ene omejitvene enačbe za konstantno gostoto citoplazme ter
koncentracije glukoze (G), ki predstavlja neodvisno spremenljivko modela.
Predpostavke in poenostavitve modela MD so:
 obravnavanje eksponentne rasti v konstantnem mediju,
 glukoza kot edini vir hranil,
 srednje hitrosti rasti 0,1 h−1 . λ . 1 h−1 (glukoza omejujoči dejavnik),
 aerobni metabolizem,
 energijsko zalogo celice predstavlja ATP,
 ATP se porablja samo za sintezo ribosomov in proteinov (ni drugih ponorjev),
 konstantna gostota celice,
 Michaelis-Mentenin model biogeneze ribosomov brez njihove razgradnje.
4.1.1 Uporabljene oznake
V tabeli 3 so navedene oznake, ki jih bom uporabljal pri opisovanju modela in rezultatov.
Tabela 3: Uporabljene oznake v obravnavanem modelu MD.
količina oznaka enota
množinska koncentracija R, A, P , G mol/L = M
fluks J M/s
hitrostna konstanta k 1/h
afinitetna konstanta D M
povratna zanka f 1
4.1.2 Koncentracija glukoze
Koncentracija glukoze v gojǐsču je edina neodvisna spremenljivka modela. Uporabljene so bile koncen-
tracije med 10−6 M in 10−2 M.
4.1.3 Koncentracija ribosomov
Koncentracijo ribosomov povečuje njihova biogeneza, ki zavisi od koncentracije ATP in koncentracije
ribosomov, zmanǰsuje pa celična delitev. Razgradnja ribosomov se zanemari.
dR
dt
= Jr − λR
Fluks zaradi biogeneze ribosomov opǐsemo s kinetiko:
Jr = krfr(A)R,
pri čemer kr predstavlja hitrostno konstanto, fr(A) pa modificano Michaelis-Mentenino zvezo. Zapǐsemo
jo kot
fr(A) = f
∞
r
A−Dr
Dra + (A−Dr)
,
2V nadaljevanju bom neribosomske proteine (tj. tisti proteini, ki ne spadajo med 52 sestavnih proteinov ribosoma)
imenoval kar proteini.
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pri čemer Dr predstavlja aktivacijsko energijo za sintezo ribosomov, Dra pa afiniteto. Z eksperimentalno
utemeljenim približkom Dr ≈ Dra se zveza poenostavi v običajno Michaelis-Mentenino enačbo:
fr(A) = f
∞
r
(︃
1− Dr
A
)︃
.
4.1.4 Koncentracija proteinov
Koncentracijo proteinov povečuje njihova biogeneza, ki je v modelu odvisna zgolj od koncentracije ribo-
somov, zmanǰsujeta pa jo njihova razgradnja s konstanto hitrosti razgradnje γ in celična delitev.
dP
dt
= Jp − (λ+ γ)P
Fluks zaradi biogeneze je opisan z enačbo:
Jp = kpfpR,
pri čemer kp predstavlja hitrostno konstanto, fp pa regulacijo sinteze proteinov. V modelu je regulacija
odsotna, torej je sinteza proteinov konstantna:
fp = f
∞
p
4.1.5 Koncentracija ATP
ATP predstavlja osrednjo energijsko molekulo, ki se pridela s procesi katabolizma, porabi pa za sintezo
ribosomov in proteinov. Koncentracija se prav tako zmanǰsuje zaradi celične delitve.
dA
dt
= maJa −mrJr −mpJp − λA
Konstanta ma predstavlja število molekul ATP, ki nastanejo pri razgradnji ene molekule glukoze. Kon-
stanti mr in mp predstavljata število molekul ATP, ki se porabijo pri sintezi enega ribosoma oz. enega
neribosomskega proteina.
Fluks pridelave ATP je opisan z enačbo:
Ja = k
∞
a fg(G)fa(A)P.
V njej fg(G) predstavlja procese katabolizma glukoze, ki jih podamo s Hillovo enačbo:
fg(G) =
Gα
Gα +Dαg
.
Na drugi strani pa fa(A) predstavlja negativno povratno zanko, ki zavira katabolizem glukoze:
fa(A) =
Da
Da +A
,
pri čemer Da predstavlja afinitetno konstanto.
4.1.6 Gostota citoplazme
Citoplazma je predstavljena kot raztopina proteinov s konstantno gostoto. Sestavljajo jo ribosomski
proteini s povprečno molekulsko maso Mr in neribosomski proteini s povprečno molekulsko maso Mp:
ρ =MrR+MpP.
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4.1.7 Konstante modela
V tabeli 4 so zbrane splošne biofizikalne konstante za E. coli, v tabeli 5 pa konstante modela, ki sta
jih avtorja modela določila direktno s preteklimi eksperimenti ali izračunala s prileganjem modela na
eksperimentalne podatke.
Tabela 4: Biofizikalne konstante modela MD. Povzeto po [13].
količina oznaka vrednost enota
povprečna molekulska masa ribosomskega proteina na ribosom Mr 806960 gmol
−1
povprečna molekulska masa proteina Mp 35750 gmol
−1
št. molekul ATP na molekulo glukoze ma 30
št. molekul ATP za izgradnjo enega ribosoma mr ≈ 89700
št. molekul ATP za izgradnjo enega proteina mp 1950
hitrost podalǰsevanja proteina na ribosomu k′p ≈ 10 AK/h/RP
hitrost razgradnje proteinov γ 0,1 1/h
Tabela 5: Biokemijski parametri modela MD za E. coli. Povzeto po [13].
količina oznaka vrednost enota
afinitetna konstanta za transport glukoze Dg 0,07 mM
afinitetna konstanta za proizvodnjo ATP Da 4,0 mM
minimalna koncentracija ATP za biogenezo ribosomov Dr 0,18 mM
maksimalni delež ribosomov za sintezo ribosomov f∞r 0,2
maksimalni delež ribosomov za sintezo proteinov f∞p 0,7
Hillov parameter katabolizma glukoze α 1,5
število metaboliziranih glukoznih molekul na uro na proteinsko molekulo k∞a 120 1/h
maksimalno število sintetiziranih proteinskih molekul na uro na ribosom kp 215 1/h
maksimalno število sintetiziranih ribosomov na uro na ribosom kr 5 1/h
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4.1.8 Povzetek celotnega modela
Spodaj so zbrane vse enačbe modela MD. Na sliki 9 sta prikazana grafa z nadzornimi zankami, na sliki
10 pa shema celotnega modela z vrisanimi medsebojnimi povezavami.
tri dinamične enačbe
in ena omejitvena zveza
fluksi nadzorne zanke
dR
dt
= Jr − λR Jr = krfr(A)R fr(A) = f∞r
(︃
1− Dr
A
)︃
dP
dt
= Jp − (λ+ γ)P Jp = kpfp(A)R fp(A) = f∞p
dA
dt
= maJa −mrJr −mpJp − λA Ja = k∞a fg(G)fa(A)P fg(G) =
Gα
Gα +Dαg
, fa(A) =
Da
Da +A
ρ =MrR+MpP
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A [M]
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1,00
f
(A
)
fr
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(G
)
Slika 9: Nadzorne zanke za sintezo ribosomov (fr), sintezo proteinov (fp) ter katabolizem
glukoze (fa in fg) v odvisnosti od koncentracije ATP (levo) in koncentracije glukoze (desno).
A
P
maJa
m
pJ
p
mr
Jrfr
fp
G
λ
fg fa
γ
R
Slika 10: Shema modela MD, vrisana v bakterijsko celico. Krožci predstavljajo znotraj-
celične koncentracije proteinov (P ), ribosomov (R) in ATP (A) ter zunajcelično koncentra-
cijo glukoze v gojǐsču (G). Z odebeljenimi puščicami so prikazani metabolni fluksi, ki jih
nadzorujejo povratne zanke (obarvane puščice). Celica raste s hitrostjo λ.
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Model je sicer na prvi pogled deloval linearen, vendar se v konstantah skrivajo mešane zveze, ki predsta-
vljajo regulatorne povratne zanke (prikazane na sliki 9). Če enačbe popolnoma razpǐsemo, se nelinearnost
in kompleksnost modela bolj očitno prikažeta:
dR
dt
=
[︃
krf
∞
r
(︃
1− Dr
A
)︃
− λ
]︃
R (1)
dP
dt
= kpf
∞
p R− (λ+ γ)P (2)
dA
dt
= −
[︃
mrkrf
∞
r
(︃
1− Dr
A
)︃
+mpkpf
∞
p
]︃
R+mak
∞
a
Gα
Gα +Dαg
Da
Da +A
P − λA (3)
ρ =MrR+MpP (4)
4.1.9 Stacionarno stanje
V modelu obravnavamo zgolj stacionarno stanje (dRdt =
dP
dt =
dA
dt = 0), zato se diferencialne enačbe
(1)–(3) prevedejo na sistem algebraičnih enačb.
0 = Jr − λR (5)
0 = Jp − (λ+ γ)P (6)
0 = maJa −mrJr −mpJp − λA (7)
Iz enačbe (5) izrazimo hitrost rasti:
λ =
Jr
R
=
krfr R
 R
= krfr.
Iz enačb (5) in (6) nato izrazimo razmerje koncentracij ribosomov in proteinov:
R
P
=
Jr(λ+ γ)
Jpλ
= ✟
✟krfr R(λ+ γ)
kpfp R✟✟krfr
=
λ+ γ
kpfp
.
Z zanemarjanjem člena redčitve ATP (λA ≪ mrJr +mpJp) iz enačbe (7) izrazimo še ohranitev fluksa
ATP:
maJa = mrJr +mpJp.
Dobimo tri ključne zveze, ki veljajo v stacionarnem stanju:
λ = krfr
R
P
=
(λ+ γ)
kpfp
maJa = mrJr +mpJp
Opazimo lahko, da hitrost rasti λ zavisi le od produkta dveh izmed količin modela.
4.1.10 Energijska učinkovitost
Z modelom lahko ugotovimo, kolikšna je energijska učinkovitost celice. Izrazimo jo kot razmerje med
hitrostjo rasti in fluksom porabljenega ATP ( λmaJa ). Če to razmerje utežimo z gostoto celice, dobimo
učinkovitost izraženo kot razmerje med mokro maso celice na množinsko enoto ATP.
ε =
ρ
ma
λ
Ja
[︃
g mokre mase
mol ATP
]︃
Ta količina torej meri, kako učinkovita je bakterijska celica, da energijo, pridobljeno s katabolizmom,
pretvori v lastno maso.
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4.1.11 Ribosomska učinkovitost
Učinkovitost delovanja ribosomov lahko izrazimo s povprečno celokupno hitrostjo sinteze proteinov (po-
dalǰsevanja peptidne verige) na množinsko enoto prisotnih ribosomov.
kper =
1
R
[︃
NrJr +NpJp
(︃
λ
λ+ γ
)︃]︃ [︃
AK s
ribosom
]︃
Pri tem sta Nr = 7336 in Np = 325 povprečni števili aminokislinskih ostankov v ribosomskem in
neribosomskem proteinu, pri neribosomskih proteinih pa zaradi njihove razgradnje upoštevamo še soraz-
mernostni faktor λλ+γ .
Ribosomska učinkovitost tako podaja, za koliko aminokislinskih ostankov na sekundo v povprečju po-
dalǰsa peptidno verigo.
4.2 Eksperimentalni podatki
Napovedi modela sem primerjal s spodnjimi eksperimentalnimi podatki iz literature.
Monod, 1949 Uporabil sem podatke o hitrosti rasti pri različni koncentraciji glukoze z grafa rastnega
zakona. [14]
Ishii, 2007 Uporabil sem navedene vrednosti znotrajceličnih koncentracij ATP pri štirih različnih
hitrostih rasti. Pri tem sem popravil napačno vrisano točko v članku avtorjev Maitra&Dill.
Avtorji eksperimenta so za izračun koncentracije metabolitov uporabili konstantno maso celice
m = 2,80× 10−13 g in volumen V = 4,96× 10−16 L. [15]
Buckstein, 2008 V rezultatih eksperimenta je podana množina ATP na celico. Za izračun sem vzel
konstantno velikost celice, in sicer V = 1× 10−15 L, kot so tudi sami navedli v članku. [16]
Bremmer, 2008 Uporabil sem navedene vrednosti znotrajcelične koncentracije ribosomov in deleža
ribosomskih proteinov pri šestih različnih hitrostih rasti. [2]
Bennet, 2009 Iz podanih časov podvojevanja (77, 89 and 139 min) sem izračunal hitrost rastiλ in
uporabil navedene vrednosti podanih znotrajceličnih koncentracij ATP. [17]
Scott, 2010 Uporabil sem navedene deleže ribosomske RNA glede na celokupno količino proteinov pri
šestih različnih hitrostih rasti, ki sem jih nato pomnožil s številskim faktorjem 0,46, kolikor znaša
številski pretvornik med rRNA in ribosomskimi proteini. [18]
Yaginuma, 2014 Uporabil sem navedeno povprečno izmerjeno vrednost znotrajcelične koncentracije
ATP pri hitrosti rasti λ = 0,11 h−1. [19]
Dai, 2017 Uporabil sem navedene deleže ribosomskih proteinov in ribosomske učinkovitosti. [20]
4.3 Programska oprema
Numerično reševanje sistema algebraičnih in diferencialnih enačb sem izvedel s knjižnico scipy v pro-
gramskem jeziku Python 3. Grafi so bili narisani s knjižnico matplotlib.
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5 Rezultati modela in interpretacija
5.1 Ponovitev s parametri modela MD
V prvem delu sem ponovil numerične izračune s parametri modela MD, kot so zapisani v tabelah 4 in
5. Rezultati so prikazani na slikah 11 in 12 in prikazujejo rastni zakon ter odvisnosti znotrajceličnih
koncentracij od glukoze in hitrosti rasti.
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Slika 11: Rezultati modela MD. Prikazan je rastni zakon z dodanimi eksperimentalnimi
podatki [14] in odvisnosti znotrajcelične koncentracije ribosomov, proteinov in ATP od
zunajcelične koncentracije glukoze.
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Slika 12: Rezultati modela MD. Prikazane so odvisnosti znotrajcelične koncentracije riboso-
mov, proteinov in ATP od hitrosti rasti. Pri koncentraciji ribosomov in koncentraciji ATP
so dodani eksperimentalni podatki [2], [15], [17], [19], [16].
Opazimo lahko, da model kvali- in kvantitativno napove Monodov rastni zakon (slika 11), torej hiper-
bolično odvisnost hitrosti rasti od koncentracije glukoze. Napoveduje tudi znotrajcelične koncentracije
makromolekul, ki so v primeru ribosomov in proteinov znotraj pričakovanih eksperimentalnih vredno-
sti, znatno pa model odstopa pri napovedi znotrajcelične koncentacije ATP, saj napoveduje približno
desetkrat nižje vrednosti od večine eksperimentalnih podatkov (slika 12). Model se dobro ujema tudi z
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eksperimentalnimi podatki za delež ribosomskih proteinov (slika 13), saj je prav ta zveza bila uporabljena
pri njegovemu umerjanju.
Iz grafa energijske učinkovitosti (slika 12) vidimo, da je celica energijsko učinkoviteǰsa pri večjih hitrostih
rasti. Prav tako pri večjih hitrostih narašča učinkovitost ribosomov, tako da je njihova efektivna hitrost
sinteze večja. Dobro je tudi ujemanje z eksperimentalnimi podatki ribosomske učinkovitosti.
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Slika 13: Masni delež ribosomskih proteinov φ glede na vse proteine v odvisnosti od hitrosti
rasti. Dodani so eksperimentalni podatki [2], [18].
Model napove tudi linearno zvezo deleža ribosomov φ, kar vidimo na sliki 13, prav tako pa je to razvidno
tudi iz enačbe R/P = (λ + γ)/(kpfp), ki jo izpeljemo direktno iz dinamičnih enačb. Na grafu lahko
opazimo, da model napove nekoliko prenizko začetno vrednost φ(λ = 0).
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Slika 14: Fluksi metabolitov v odvisnosti od hitrosti rasti. Prikazan je fluks ATP kot
posledica proizvodnje ATP in njegove porabe (levo), delež porabe ATP za proizvodnjo
ribosomov in proteinov (sredina) in delež redčenja znotrajcelične koncentracije proteinov
zaradi njihove razgradnje in zaradi celične rasti (desno).
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5.2 Občutljivost modela
Občutljivost modela sem preveril tako, da sem spreminjal pomembneǰse parametre modela in kvalitativno
primerjal razlike v napovedih modela. Na slikah 15–19 je prikazan učinek posameznega parametra modela
(5 različnih vrednosti) na rastno krivuljo ter znotrajcelične koncentracije ribosomov, proteinov in ATP.
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Slika 15: Vpliv razgradnje proteinov (γ).
Delež razgradnje proteinov γ vpliva le malo na rastni zakon in koncentracije makromolekul (slika 15). Z
naraščanjem razgradnje proteinov se pričakovano zmanǰsuje hitrost rasti pri vseh koncentracijah glukoze,
prav tako se zmanǰsuje koncentracija proteinov, medtem ko koncentracija ribosomov naraste. Z večjo
koncentracijo ribosomov celica tako kompenzira povečano razgradnjo proteinov.
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Slika 16: Vpliv maksimalnega deleža ribosomov za sintezo proteinov (f∞p ).
Maksimalni delež ribosomov za sintezo proteinov f∞p ima znaten vpliv tako na rastni zakon kot tudi
na znotrajcelične koncentracije makromolekul (slika 16). Opazimo lahko, da maksimalna hitrost rasti
močno pade pri visokih vrednostih f∞p . To je pričakovano, saj pri previsokem deležu porabljene energije
za sintezo proteinov ne ostane dovolj energije za sintezo ribosomov, zaradi česar se celokupna rast celice
upočasni.
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Slika 17: Vpliv maksimalnega deleža ribosomov za sintezo ribosomov (f∞r )
Podoben učinek ima tudi maksimalni delež ribosomov za sintezo ribosomov f∞r , saj je v modelu sklopljen
z deležem za sintezo proteinov, in sicer kot f∞p + f
∞
r = 1 (slika 17).
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Slika 18: Vpliv katabolične učinkovitosti (ma).
Katabolična učinkovitostma, ki podaja število nastalih molekul ATP pri razgradnji ene molekule glukoze,
vpliva le na rastni zakon, in sicer se pri manǰsemma zmanǰsa hitrost rasti, saj celica pridobi manj energije
iz katabolizma (slika 18). Na znotrajcelične koncentracije makromolekul katabolična učinkovitost v tem
modelu nima vpliva.
Hitrost sinteze proteinov kp ima razmeroma majhen vpliv tako na rastni zakon kot na znotrajcelične
koncentracije makromolekul (slika 19).
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Slika 19: Vpliv hitrosti sinteze proteinov (k′p).
5.3 Energijska in ribosomska učinkovitost celice
Z variacijo parametrov modela sem preveril, kakšni sta energijska in ribosomska učinkovitost celice. Re-
zultati so prikazani na slikah 21–23. Z rdečo zvezdico (⋆) je prikazan maksimum energijske učinkovitosti
pri danih pogojih.
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Slika 20: Energijska učinkovitost celice v odvisnosti od hitrosti rasti (levo) in ribosom-
ska učinkovitost v odvisnosti od hitrosti rasti z dodanimi eksperimentalnimi podatki [20].
Maksimalno točko na grafu označuje rdeča zvezdica (⋆).
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Slika 21: Vpliv razgradnje proteinov (γ) na učinkovitost pri različnih hitrostih rasti.
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5.3 Energijska in ribosomska učinkovitost celice 5 REZULTATI MODELA IN INTERPRETACIJA
Na energijsko učinkovitost ima drastičen vpliv razgradnja proteinov γ (slika 21, ki je ključen vzrok,
da je celica pri nižjih hitrostih rasti energijsko manj učinkovita. Takrat mora namreč celica veliko
energije vlagati v obnavljanje razgrajenih proteinov. To je vidno tudi na grafu fluksa P (slika 14,
desno), saj pri vǐsjih hitrostih rasti znatno pade delež sinteze proteinov, ki je namenjena obnavljanju
razgrajenih proteinov. Sklepamo lahko, da mora celica torej poiskati kompromis med izdelovanjem
energijsko zahtevnih proteinov, ki jih potrebuje v visokih koncentracijah pri hitri rasti, in razgradnjo
proteinov, ki je znatna pri počasni rasti. [13]
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Slika 22: Vpliv hitrosti sinteze proteinov (k′p) na učinkovitost pri različnih hitrostih rasti.
Hitrost podalǰsevanja peptidne verige k′p nima znatnega vpliva na energijsko učinkovitost, pričakovano
pa ima znaten pozitiven vpliv na ribosomsko učinkovitost (slika 22), saj so ribosomi pri večji hitrosti
podalǰsevanja peptidne verige sposobni hitreje kopičiti celično maso.
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či
n
ko
vi
to
st
ε
[g
/m
ol
]
0,4 0,6 0,8
f∞p
0
5
10
15
20
25
ri
b
os
om
sk
a
u
či
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Slika 23: Vpliv maksimalnega deleža ribosomov za sintezo proteinov (f∞p ) na učinkovitost.
Graf vpliva f∞p na učinkovitost (slika 23) kaže, da je optimalna vrednost približno 0,8. To pomeni, da
pri maksimalni hitrosti rasti celica na vsako masno enoto proizvedenih ribosomov sintetizira štiri masne
enote neribosomskih proteinov.
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5.4 Prehodni pojavi
Čeprav je model prilagojen le za reševanje v stacionarni obliki, sem izvedel simulacijo spremenljivega
gojǐsča, pri kateri se je koncentracija glukoze sprva skokovito zmanǰsala, kasneje pa skokovito zvečala
(slika 24). Pri tem sem upošteval, da celica pri prehodu v novo gojǐsče hipoma določi novo hitrost rasti,
ki ustreza stacionarni rasti.
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Slika 24: Premik iz začetnega gojǐsča (G = 0,2mM) v revneǰse (t = 2h, G = 0,1mM) in
bogateǰse gojǐsče (t = 6h, G = 0,5mM). Prikazane so časovne spremembe znotrajcelične
koncentracije ribosomov, proteinov in ATP.
Simulacija spremenljivega gojǐsča (slika 24) pokaže, da po menjavi medija koncentraciji ribosomov in
proteinov eksponentno narasteta oz. padeta proti končni stacionarni vrednosti, medtem ko koncentracija
ATP sprva skokovito skoči dlje od svoje končne vrednosti in se ji nato začne približevati. Stacionarno
stanje je doseženo v nekaj urah, kar sovpada z eksperimentalnimi podatki.
5.5 Pomanjkljivost modela
Ključna pomanjkljivost modela, ki bi jo izpostavil, je neujemanje uporabljenih eksperimentalnih podat-
kov za znotrajcelično koncentracijo ATP [15] z ostalimi meritvami drugih skupin. Te namreč nakazujejo,
da je koncentracija ATP razmeroma konstantna in neodvisna od hitrosti rasti.
ATP predstavlja ključni metabolit v celici in modelu MD, vendar je določevanje njegove koncentra-
cije in vivo težavno. Schneider [21] je pokazal na pomembno eksperimentalno razhajanje pri meritvah
znotrajcelične koncentracije ATP, saj stareǰsa metoda ekstrakcije s formaldehidom kaže na povečevanje
koncentracije ATP z naraščajočo hitrostjo rasti, medtem ko metoda ekstrakcije z metanojsko kislino kaže
na konstantno raven ATP. Z novo eksperimentalno metodo, pri kateri so kot detektor ATP uporabili en-
cim luciferazo, so prav tako potrdili, da je raven ATP neodvisna od hitrosti rasti (slika 25). Dodatni
metodološki problem predstavlja tudi deproteinizacija, ki se uporablja pri nekaterih metodah določanja
koncentracije ATP, saj se na ta način v vzorec sprosti tudi ATP, vezan v makromolekule. Končni rezultat
je zato večji in ne predstavlja prave znotrajcelične koncentracije prostega ATP.
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Slika 25: Normirana znotrajcelična koncentracija ATP, izmerjena z metodo z luciferazo,
kislinsko ekstrakcijo ter formaldehidno ekstrakcijo. Prirejeno po [21].
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Slika 26: Naraščajoča koncentracija ATP v odvisnosti od hitrosti rasti, kot izmerjeno v [22]
(levo). Koncentracija ATP pri treh različnih hitrostih rasti, kot izmerjena v [16] (desno).
Eksperimenta, ki kažeta povečevanje koncentracije ATP s hitrostjo rasti
Bagnara (1974) [23], Gaal (1997) [22] (slika 26 levo)
Eksperimenti, ki kažejo konstantno koncentracijo ATP
Petersen (2000) [24], Schneider (2004) [21], Buckstein (2008) [16] (slika 26 desno).
Omeniti velja tudi raziskavo avtorja Yaginume [19], v kateri so z metodo FRET merili razlike v koncentra-
ciji ATP znotraj ene bakterijske populacije, ki je rastla s hitrostjo λ = 0,11 h−1. Povprečna koncentracija
ATP je znašala 1,54mM, porazdelitev pa je prikazana na sliki 27.
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Slika 27: Porazdelitev znotrajcelične koncentracije ATP v populaciji celic. Prirejeno po
[19].
Eksperimentalne metode za določevanje ATP so podrobneje opisane v članku [25].
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6 Zaključek
V diplomski nalogi sem opisal najpomembneǰse celične procese, ki sodelujejo pri rasti bakterijske ce-
lice, ter orisal ključne značilnosti matematičnih modelov, s katerimi te procese kvantitativno opǐsemo.
Podrobneje sem opisal model avtorjev Maitra in Dill, nato pa ponovil numerične izračune in dodal še
nekaj grafov, ki v izvirnem delu niso bili predstavljeni. Hkrati sem izpostavil neskladnost modela MD z
eksperimentalnimi podatki o znotrajcelični koncentraciji ATP.
Opisani model bakterijske celične rasti je zelo poenostavljen in nudi priložnosti za dodajanje količin in
celičnih komponent, ki prav tako prispevajo k celični rasti. Posebej zanimivo bi bilo dodati alarmon
ppGpp, ki za svojo sintezo potrebuje ATP, in za katerega je znano, da ima pomembno vlogo pri nadzoru
hitrosti celične rasti.
Raziskovanje celičnih modelov nam pomaga pri razumevanju osnovnih principov bakterijske fiziologije, s
katerimi lahko lažje usmerjamo eksperimentalno raziskovanje, novi izsledki in spoznanja pa bodo ljudem
prinesli še več sožitja v sobivanju z bakterijami.
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